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	Zusammenhänge untersuchen – das Dreieck und sein Umkreismittelpunkt



	Jahrgangsstufe
	7

	Fach
	Mathematik

	Zeitrahmen 
	etwa 45 Minuten

	Benötigtes Material
	pro Schülerin und Schüler eine Aufgabenstellung
Datei „LPP-GY-M_750-5-A_Umkreismittelpunkt.ggb“
Medien:
pro Schülerin und Schüler bzw. pro Zweierteam ein Computer, auf dem das Programm GeoGebra installiert ist



	Kompetenzerwartungen


M7 5 Kongruenz, besondere Dreiecke und Dreieckskonstruktionen
Die Schülerinnen und Schüler…
· nutzen eine dynamische Geometriesoftware als interaktives Werkzeug, um mathematische Zusammenhänge zu veranschaulichen bzw. experimentell zu untersuchen und zu erschließen sowie Vermutungen zu entwickeln (u. a. Umkreis eines Dreiecks, Inkreis eines Dreiecks, Satz des Thales).



	Aufgabe: Zusammenhänge untersuchen – das Dreieck und sein Umkreismittelpunkt 


Auf diesem Arbeitsblatt geht es um den Umkreismittelpunkt eines Dreiecks. Das Vorwissen, das du dazu schon hast, wird zu Beginn noch einmal kurz wiederholt. 
Lies dir diese Informationen durch und bearbeite dann die Grundaufträge. Wenn du damit fertig bist, kannst du zur Vertiefung mit der Bearbeitung der Spezialaufträge fortfahren.
Beachte beim Arbeiten mit dem Arbeitsblatt und der Datei:
· Die Symbole auf dem Arbeitsblatt bedeuten:
	Hier erhältst du wichtige Informationen.
 	Hier sollst du etwas schreiben.
	Hier kannst du deine Ergebnisse kontrollieren.
· Öffne die Datei „LPP-GY-M_750-5-A_Umkreismittelpunkt.ggb“, gib in das Kästchen hinter dem Wort Auswahl „auf“ ein und drücke „Enter“.
· Gib zur Kontrolle deiner Lösungen in der Datei immer den angegebenen Ausdruck in das Kästchen hinter dem Wort Auswahl ein und drücke „Enter“.
	Vorwissen

	
		In einem Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechten der Dreiecksseiten in einem Punkt U, der von allen Eckpunkten des Dreiecks gleich weit entfernt ist. U ist der Mittelpunkt des Umkreises, der durch alle Eckpunkte des Dreiecks verläuft.
	Zur Konstruktion des Umkreismittelpunkts U musst du von zwei Dreiecksseiten die Mittelsenkrechten konstruieren.

	Grundaufträge

	Im Folgenden untersuchst du mithilfe der Datei, wie sich die Winkelgrößen eines Dreiecks ABC auf die Lage seines Umkreismittelpunkts U auswirken. 

	a)
	Verändere das Dreieck z. B. durch Ändern der Position des Punkts A. Damit ändert sich auch die Position von U. 
Kann U auch außerhalb des Dreiecks ABC liegen? Probiere aus. 

	b)
	Wähle nun zu jedem der drei Fälle zwei passende Dreiecke mit unterschiedlichen Innenwinkeln aus und gib deren Größen an. Ergänze anschließend die Vermutungen.

	
	Fall 1:
U liegt innerhalb des Dreiecks.
	 = ________,  = ________,  = ________
 = ________,  = ________,  = ________

	
	Vermutung zu Fall 1: 
Wenn U innerhalb des Dreiecks liegt, dann besitzt das Dreieck nur ________ Winkel.

	
	

	
	Fall 2:
U liegt auf einer Dreiecksseite.
	 = ________,  = ________,  = ________
 = ________,  = ________,  = ________

	
	Vermutung zu Fall 2: 
Wenn U auf einer Dreiecksseite liegt, dann besitzt das Dreieck einen _______ Winkel.

	
	

	
	Fall 3:
U liegt außerhalb des Dreiecks.
	 = ________,  = ________,  = ________
 = ________,  = ________,  = ________

	
	Vermutung zu Fall 3: 
Wenn U außerhalb des Dreiecks liegt, dann besitzt das Dreieck einen ______ Winkel.

	
	

	
	Lösungskontrolle: „aufL1“. Verbessere oder ergänze gegebenenfalls deine Lösung.

	
	Alle im Auftrag b) aufgestellten Vermutungen stellen wahre Aussagen dar. Dies kannst du allerdings nicht aus den von dir notierten Beispielen folgern; es muss noch bewiesen werden, dass die Aussagen nicht nur für bestimmte Beispiele, sondern immer gelten (siehe Spezialauftrag f)). 

	c)
	Es gibt spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke.
Formuliere zu jeder der drei Vermutungen aus Auftrag b) den Kehrsatz. Verwende dazu die hier genannten Bezeichnungen für die verschiedenen Arten von Dreiecken. 

	
	Kehrsatz zu Fall 1:
Wenn ein Dreieck spitzwinklig ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U ____________
____________________________________________________________________.

	
	Kehrsatz zu Fall 2: 
Wenn ein Dreieck ______________________ ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U 
__________________________________________________________________.

	
	Kehrsatz zu Fall 3: 
Wenn ein Dreieck ______________________ ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U 
____________________________________________________________________.

	
		

	
	Lösungskontrolle: „aufL2“ 

	
	Auch die im Auftrag c) formulierten Kehrsätze sind wahr und gelten allgemein.

	
Spezialaufträge

	
a)







	

	d)
	Anzeigen des Dreiecks DEF in der Datei: „spa1“

	
	Entscheide durch Konstruktion des Umkreismittelpunkts, ob das gegebene Dreieck DEF spitzwinklig, rechtwinklig oder stumpfwinklig ist.

	
	Antwort: Das Dreieck DEF ist ______________________________.

	
	Klicke nun zunächst so oft auf die rechts oben befindliche Schaltfläche „Rückgängig“, bis wieder die Lösung zum Grundauftrag c) erscheint.

	
	Anzeigen des Dreiecks GHI in der Datei: „spa2“ 

	
	Untersuche, ob das gegebene Dreieck GHI spitz-, recht- oder stumpfwinklig ist.

	
	Antwort: Das Dreieck GHI ist ______________________________.

	
	Klicke nun wieder so oft auf „Rückgängig“, bis die Lösung zu c) erscheint.

	e)
	Konstruiere in deinem Heft mit Zirkel und Lineal ein Dreieck ABC mit dem Umkreisradius r = 4 cm. Ferner soll für das Dreieck ABC gelten:  = 90° und c = 7 cm.

	
	Lösungskontrolle: „spb“. Du kannst die Konstruktion schrittweise nachvollziehen. Klicke dazu nacheinander die Kästchen „1. Schritt“, „2. Schritt“ usw. an.

	f)
	Beim Grundauftrag b) lautet die zweite Aussage:
„Wenn U auf einer Dreiecksseite liegt, dann ist das Dreieck rechtwinklig.“
Diese Aussage sollst du nun allgemein begründen. Bringe dazu die folgenden Sätze in die richtige Reihenfolge, indem du sie entsprechend nummerierst. Es ergibt sich dann eine schlüssige Begründungskette.

	
	
	Der Dreieckspunkt C liegt auf dem Umkreis und somit auf dem Thaleskreis.

	
	
	

	
	
	
Der Punkt U halbiert die Strecke , da er von A und B gleich weit entfernt ist.

	
	
	

	
	
	Daraus folgt mit dem Satz des Thales, dass das Dreieck ABC bei C einen rechten Winkel besitzt und somit rechtwinklig ist.

	
	
	

	
	
	
Zunächst kann man annehmen, dass der Umkreismittelpunkt U des Dreiecks ABC auf der Dreiecksseite  liegt.

	
	
	

	
	
	
Daraus folgt, dass der Umkreis des Dreiecks ABC der Thaleskreis über der Strecke  ist.

	
Hinweise


Prozessbezogene Kompetenzen
Folgende allgemeine mathematische Kompetenzen werden im Rahmen der Aufgabenbearbeitung besonders gefördert:
K1, K2, K4, K5, K6
Ziel
Festigung und Vertiefung
Methode
Einzel- oder Partnerarbeit mit Computereinsatz
Die Aufgabe kann grundsätzlich auch losgelöst von der vorgeschlagenen Methode eingesetzt werden, ihre Formulierung ist dazu je nach Verwendung ggf. entsprechend anzupassen.
Ergänzende Hinweise zu Durchführung und Organisation
Um die Aufgabe bearbeiten zu können, sollten die Schülerinnen und Schüler mit der Software GeoGebra vertraut sein und Vorwissen zum Umkreismittelpunkt eines Dreiecks sowie zum Satz des Thales (für die Spezialaufträge e) und f)) besitzen.
Die Aufgabe ist so gestaltet, dass es allen Schülerinnen und Schüler möglich sein sollte, innerhalb von 45 Minuten die Aufträge a) bis d) zu bearbeiten.
Bei d) ist der zweite Auftrag bewusst offen gestellt, so dass die Schülerinnen und Schüler die Lösung z. B. auch durch Messen der Winkel finden können.
Material zur Aufgabe
In der ergänzend zum Download angebotenen Zipdatei befindet sich eine editierbare Version der Aufgabe (Word-Datei) sowie die Datei „LPP-GY-M_750-5-A_Umkreismittelpunkt.ggb“. Je nach verwendetem Endgerät kann es notwendig sein, die GeoGebra-Datei vor der Verwendung im Unterricht den Gegebenheiten entsprechend anzupassen.
Lösungshinweise
Zu b):
1)	Wenn U innerhalb des Dreiecks liegt, dann besitzt das Dreieck nur spitze Winkel.
2)	Wenn U auf einer Dreiecksseite liegt, dann besitzt das Dreieck einen rechten Winkel.
3)	Wenn U außerhalb des Dreiecks liegt, dann besitzt das Dreieck einen stumpfen Winkel.
Zu c)
1)	Wenn ein Dreieck spitzwinklig ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U innerhalb des Dreiecks.
2)	Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U auf einer der Dreiecksseiten.
3)	Wenn ein Dreieck stumpfwinklig ist, dann liegt der Umkreismittelpunkt U außerhalb des Dreiecks.
Zu d)
Beide Dreiecke sind spitzwinklig.
[image: ]Zu e)
Zu f)
	4
	Der Dreieckspunkt C liegt auf dem Umkreis und somit auf dem Thaleskreis.

	
	

	2
	
Der Punkt U halbiert die Strecke , da er von A und B gleich weit entfernt ist.

	
	

	5
	Daraus folgt mit dem Satz des Thales, dass das Dreieck ABC bei C einen rechten Winkel besitzt und somit rechtwinklig ist.

	
	

	1
	
Zunächst kann man annehmen, dass der Umkreismittelpunkt U des Dreiecks ABC auf der Dreiecksseite  liegt.

	
	

	3
	
Daraus folgt, dass der Umkreis des Dreiecks ABC der Thaleskreis über der Strecke  ist.
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